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Последнее время многие ученые отдают предпочтение исследованию интег-
ральных уравнений с переменными границами, которые описывают некоторые явления 
естествознания, как задачи окружающей среды, задачи экологии, распространению 
гриппов и других сезонных болезней и т.д. Традиционным методом решения таких 
уравнений является метод квадратур, который впервые применил Вольтерра к реше-
нию интегральных уравнений с переменной границей. В отличие от названных методов, 
для решения интегральных уравнений с переменной границей здесь предлагаются ме-
тоды с забеганием вперед с постоянными коэффициентами. 

 
Введение. Рассмотрим следующее интегральное уравнение типа Воль-

терра-Урысона:  
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Интегральное уравнение (1) обычно называют интегральным уравнением Воль-
терра второго рода. Это связано с тем, что уравнение (1) в линейном случае ос-
новательно исследовано Вольтерром и на достаточно высоком уровне изучено 
их возникновение в практических задачах (см., напр., [1]-[2]). Отметим, что 
сингулярные интегральные уравнения с переменной границей впервые в част-
ном виде было исследовано Абелем (см., напр., [1]). Учитывая, что найти точ-
ное решение уравнения (1) даже в линейном случае удается не всегда, многие 
специалисты для его решения построили приближенные методы (см., напр., [3]-
[7]). Как известно, существуют некоторые классы методов для решения уравне-
ния (1). Одним из популярных численных методов является метод квадратур, 
ставший уже классическим. Прежде чем показать основной недостаток метода 
квадратур, предположим, что уравнение (1) имеет единственное решение, опре-
деленное на отрезке , а ядро  определено в области ],[ 0 Xx ),,( ysxK

}, ay { 0 XxsxG   , где имеет частные производные до некоторо-

го порядка p , включительно, а заданная достаточно гладкая функция  

определена на отрезке . С целью определения приближенных значений 
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его решений, отрезок  разобьем на  равных частей с точками 

. Обозначим через  приближенные, а через  

точные значения решения уравнения (1) в точках 
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),...,1,0( Nii  . Тогда метод 

квадратур, примененный к решению уравнения (1), может быть записан в сле-
дующем виде: 
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где  является остаточным членом метода квадратур, ),...,1,0( nja j   - неко-

торые действительные числа, называемые коэффициентами метода квадратур. 
Отбрасывая остаточный член , получаем следующий метод  nR
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который называют методом квадратур с переменной границей. Метод (3) при 
0na  является неявным, а при 0na , соответственно, явным. Как следует из 

соотношений (3), для каждого значения величины  ядро интеграла функции 
 вычисляется  раз и при увеличении значений  возрастает количе-

ство вычислений функции ) . Следовательно, на каждом шаге возрас-
тает количество вычислений, что является основным недостатком метода квад-
ратур.  Некоторые авторы для устранения указанного недостатка метода (3) 
предложили использовать методы Рунге-Кутта, Адамса или же двусторонние 
методы  (см., напр., [5]-[6]). А некоторые авторы для численного решения урав-
нения (1) предложили использовать методы, подобные следующим  k -шаговым 
методам с постоянными коэффициентами (см., напр., [8]-[11
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хорошо исследованные для численного решения задачи Коши: 
 ),),,( 0yyxf                                          (5) 

при этом учитывая некоторую эквивалентность задачи (5) и уравнения (1). Как 
известно, во многих случаях, при исследовании задачи (5) сводят ее к решению 
уравнения (1). Например, при построении методов Адамса, при доказательстве 
существования и единственности решения задачи (5). В отличие от этих работ, 
здесь предлагается метод, обеспечивающий постоянность количества вычисле-
ний ядра интеграла на каждом шаге интегрирования. 

§1.Построение метода типа Коуэлла 
 Известный астроном Коуэлл в 1909 году построил метод типа (4) (см., 
напр., [12]), который в дальнейшем ученые назвали методом с забеганием впе-
ред (см. [16]). Такие методы построены известными учеными Лапласом и Стек-
ловым (см. [13]). Преимущество этих методов доказано в [16], а в [17] для их 
реализации построен метод прогноза и коррекции. Учитывая связь между урав-
нением (1) и задачей (5), здесь построим методы типа Коуэлла, использование 
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которого связано со следующим.  
Как известно, при вычислении  - приближенного значения решения 

уравнения (1) по методам (3), используются информации о функциях  в 
предыдущих точках. Однако в некоторых случаях для определения более точ-
ного значения функции  в точках  возникает необходимость получения 

ее значений не только  в предыдущих, но и в последующих точках, например, в 
случаях, когда функция   сильно возрастает или убывает. В связи  с этим, 
метод (3) модифицируется в следующей форме: 
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где  - целозначная величина,m ,...)2,1()(  nxff nn , коэффициенты 

),...,1,( mna j 0j  - действительные числа.  

 Рассмотрим следующую разность: 
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Отсюда имеем 
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где 1  mnmnmn xx  . 

Используя подобные преобразования из [10], равенство (7) можно написать в 
виде: 
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Заменяя здесь производные функции через их значения, используя интерпол-
яционный многочлен Лагранжа и полагая mknn : , получим, что: 
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где коэффициенты ),...,1,0( mkll  ,  - некоторые дей-

ствительные числа. Как известно, в интегральных уравнениях типа Вольтерра 
при 

),...,1,0,()( kjij
i 

xs   ядро приравнивается к нулю, т.е. 0),,( ysxK

)0( l

. Поэтому, учитывая 

участие слагаемых типа  в методе (9), область опреде-

ления ядра функции  расширили на 

),,(  yxxK ll 

),,( ysxK  . Однако многошаговые методы 

типа (9) можно построить так, чтобы члены типа  от-

сутствовали. Например,  при 
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построены в двух вариантах. В одном варианте используется методы типа (9) 

при 0... )()(
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j  , а в другом варианте при .   ),...,1,0,(.,0)( kjijij
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Для определения коэффициентов метода (9) здесь предлагается метод 

неопределенных коэффициентов. С этой целью рассмотрим специальный слу-
чай и положим ),(),,( ysFysxK  . Тогда метод (9) преобразуется к виду: 
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Если обозначим через 
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то метод (10) можно переписать в виде: 
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Метод (12) является методом с забеганием вперед, примененный к ре-
шению следующей задачи: 

(),,()()( 0xyyxFxfxy   

где  - известная функция. )(xf
Отметим, что устойчивые методы с забеганием вперед подчинялись за-

кону Дальквиста, который заключается в том, что если метод (4) или (12) ус-
тойчив, то имеет место 2]2/[2  kp . Следовательно, 2max  kp  для чет-

ных , т.е.  и k rk 2 1max  kp  для нечетных  (см. [14]). Здесь через k p  

обозначена степень метода (4), которая определяется следующим образом. Це-
лозначную величину p  называют степенью метода (4), если для достаточно 

гладкой функции )(xy  имеет место: 
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Метод (4) является устойчивым, если корни многочлена 

 лежат внутри единичного круга, на гра-

нице которого нет кратных корней. 
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k Отметим, что по теореме Дальквиста должно быть . Поэтому ог-

раничения на степень k -шагового метода, полученного Дальквистом, не рас-
пространяются на методы с забеганием вперед. Следовательно, если существу-
ют устойчивые методы типа (4) со степенью p 2]2/[2 k , то они непременно 
должны быть методами с забеганием вперед. Первый метод с таким свойством 
и со степенью 2 kp  построен в  [15] при k 3 ,  1m  в [16] исследован 

метод (16) при (
. А

0) xf  доказано существование устойчивых методов со 

степенью 

 и

1p mk , для реализации которых предложен метод прогноза-
коррекции. Коэффициенты метода (9) определяем по следующей схеме. Снача-
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ла определяем коэффициенты метода (12), а затем из системы (11) линейных 
алгебраических уравнений находим коэффициенты метода (10). Для нахожде-
ния коэффициентов метода (12) предположим, что непрерывная функция  

определена на отрезке , где имеет непрерывные производные до некото-

рого порядка 
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, включительно. А непрерывная по совокупности аргументов 

функция  определена в области  (F },{ ryXxxD   и там же име-

ет непрерывные частные производные до некоторого порядка p , включитель-

но. Для простоты изложений обозначим через )(x)()( fxyxz  . Тогда метод 
(12) можно переписать в виде: 
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После учета следующих разложений 
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в равенстве (17), имеем: 
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где  - фиксированная точка. x 

Если предположить, что метод (14) имеет степень p , то , 

то, учитывая линейную независимость системы 
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из (15) получаем, что 
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Таким образом, для нахождения коэффициентов получили однородную 
систему линейных-алгебраических уравнений, в которой количество неизвест-
ных равно 22 mk . Для того, чтобы система (16) имела решение, отличное 
от нуля, должно иметь место: 221  mkp . Отсюда следует, что . 

Можно доказать, что метод с максимальной степенью 

p max mk 2

kp m 2  единственен. 

Однако, метод типа (9) со степенью mkp  2  не единственен. Это следует из 
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системы (11), количество решений которого больше, чем 1. 
Рассмотрим случай 3k  и 1m . В этом случае метод типа (14) с мак-

симальной степенью 5p  имеет следующий вид (см., напр.,[15]): 
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который устойчив. Остаточный член метода (17) записывается в виде: 
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Теперь, при 3k  и 1m , построим устойчивые методы типа (9), 
имеющие степень 5p . Как было отмечено, таких методов несколько и при-
ведем из них следующие: 
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 Как было отмечено выше, многошаговые методы построим в двух вари-
антах. Методы (18)-(20) относятся к первому варианту, т.е. в случае, когда 

0... )()(
1 

j
k

j
j  . Теперь рассмотрим следующие методы, которые относят-

ся ко второму варианту: 
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Известно, что множество устойчивых методов с одинаковой степенью 
обеспечивает подбор методов с наилучшими свойствами. Этими свойствами 
могут быть расширение их области устойчивости, минимизация коэффициентов 
главного члена в асимптотическом представлении погрешности метода и т.д. 

Отметим, что для использования методов (18)-(20) можно воспользоваться 
подобными методами прогноза-коррекции, построенными в работе [17]. В одном 
варианте метод прогноза - коррекции можно построить в следующем виде: 
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(26) 

В качестве метода коррекции используем метод (21) после замены в 
правой его части величины 2 и  величинами  и , соответственно ny 3ny 2ˆ ny 3ˆ ny

INPUT initial values , ; endpoints ; function   0y 1y Xx ,0 )(xf

             and ; positive integer . ),,( yzxK N

OUTPUT Approximation  to . 2ny )( 2nxy

STEP 1 Set Nxxh /)( 0 . 

STEP 2 For 3,...,2,1,0  Nn  do STEP 3-7. 

STEP 3 Set nhxxn  0 . 

STEP 4 Set 222 ˆ,,  nnn yyy


. (Compute by formulas (22), (23) and (24).) 

STEP 5 Set .ˆ, 33  nn yy  (Compute by formulas (25) and (26).) 

STEP 6 Set . (Update  and  by  and  in right hand side 

of (21), correspondingly, then computes.) 
2ny 2ny 3ny 2ˆ ny 3ˆ ny

STEP 7 OUTPUT  ).;( 22  nn yx

STEP 8 STOP. 
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BİR TİPLİ  KOUELL ÜSULUNUN TƏTBİQİ HAQQINDA 

 

Q.Y.MEHDİYEVA, M.N.İMANOVA, V.R.İBRAHİMOV  
 

XÜLASƏ 
 

Son vaxtlar alimlər ətraf mühit və ekologiya məsələləri, qrip və digər mövsümi 
xəstəliklər kimi təbiət hadisələrini təsvir edən dəyişən sərhədli inteqral tənliklərin tədqiqinə 
üstünlük verirlər. Bu tənliklərin həlli üçün ənənəvi olan kvadratur üsulu ilk dəfə Volter 
tərəfindən dəyişən sərhədli inteqral tənliklərin həllinə tətbiq edilmişdir. Bu üsuldan fərqli 
olaraq təklif olunan işdə dəyişən sərhədli inteqral tənliklərin həlli üçün sabit əmsallı irəliyə 
qaçma üsulu təklif olunur. 

 
ON AN APPLICATION OF THE METHODS OF KOWELL’S TYPE 

 

G.Y.MEHDIYEVA, M.N.IMANOVA, V.R.IBRAHIMOV 
 

SUMMARY 
 

Recently, most scientists focus on the investigations of integral equations with variable 
boundaries which describe some events of natural sciences such as environment, challenges of 
ecology, dissemination of flu, and other seasonal deseases etc. The traditional method of 
solving such equations is the quadrature method which  was first applied by Volterra to the 
solution of integral equations with variable boundaries. In comparison with the above 
mentioned methods, we suggest forward jumping methods with constant coefficients for the 
solution of integral equations with variable boundaries.  


